
13 Àðèòìåòè÷êè è ãåîìåòðèjñêè íèçîâè (06.06.2020.)

17. Òðè ïðèðîäíà áðîjà, êîjà ïðåäñòàâ§àjó ïðâà òðè ÷ëàíà ãåîìåòðèjñêîã íèçà îáåëåæèìî

ñà b1, b2 è b3. Ïîøòî jå äðóãè ÷ëàí çà jåäàí âå£è îä ïðâîã, äðóãè ÷ëàí ìîæåìî èçðàçèòè:

b2 = b1 + 1

b2 = b1 · q

ãäå jå q êîëè÷íèê ãåîìåòðèjñêîã íèçà. Òàäà âàæè:

q =
b2
b1

q =
b1 + 1

b1

q = 1 +
1

b1

b1, b2 è b3 ñó ïðèðîäíè áðîjåâè, è âàæè b2 = b1 + 1 òàäà ìîðà äà áóäå q > 1. Íåêà jå

b1 = n, n ∈ N, íà îñíîâó ïðåòõîäíîã âàæè:

q = 1 +
1

b1
= 1 +

1

n

Êàêî ñó b1, b2, b3 ∈ N , b2 = b1 + 1 è q = 1 + 1
n
òàäà jå jàñíî äà ìîðà q ∈ N è äà jå q = 2.

Äàêëå àêî q óâðñòèìî ó q = 1 + 1
b1
äîáèjàìî äà jå b1 = 1. Êîíà÷íî òðå£è ÷ëàí òîã íèçà jå:

b3 = b1 · q2 = 1 · 22 = 4

Îäãîâîð ïîä (Á).

18. Èç óñëîâà çàäàòêà èìàìî äà çà çáèð òðè óçàñòîïíà ÷ëàíà ãåîìåòðèjñêå ïðîãðåñèjå

âàæè

b1 + b2 + b3 = 93 (1)

è äà òà òðè áðîjà ïðåäñòàâ§àjó ïðâè, äðóãè è ñåäìè ÷ëàí àðèòìåòè÷êîã íèçà òj. a1, a2

è a7. Êàêî èñòè áðîjåâè ïðåäñòàâ§àjó è ãåîìåòðèjñêè è àðèòìåòè÷êè íèç (b1 = a1, b2 =

a2, b3 = a7) òàäà âàæè:



b1 = a1 (2)

b1 · q = a1 + d (3)

b1 · q2 = a1 + 6d (4)

Èñêîðèñòèìî äà jå b1 = a1, òàäà ñå jåäíà÷èíå (3) è (4) òðàíñôîðìèøó ó

a1 · (q − 1) = d (5)

a1 · (q2 − 1) = 6d (6)

Äå§å»åì jåäíà÷èíå (6) ñà jåäíà÷èíîì (5) äîáèjàìî:

�a (q2 − 1)

�a (q − 1)
=

6��d

��d

��
��(q − 1)(q + 1)

���q − 1
= 6

q = 5

Çàìåíîì q = 5 ó jåäíà÷èíó (1) äîáèjàìî äà jå

b1 + b2 + b3 = 93

b1 + b1 · q + b1 · q2 = 93

31 · b1 = 93

b1 = 3 îäíîñíî a1 = 3

Òàäà jå ïðîèçâîä:

b1 · b2 · b3 = b1 · b1 · q · b1 · q2 = (b1 · q)3 = (3 · 5)3 = 3375

Îäãîâîð ïîä (Â).

19. Èç óñëîâà çàäàòêà èìàìî äà ñó áðîjåâè a, b, c óçàñòîïíè ÷ëàíîâè ðàñòó£åã ãåîìåòðèjñêîã

íèçà à áðîjåâè a, b, c− 1 óçàñòîïíè ÷ëàíîâè àðèòìåòè÷êîã íèçà, äàêëå âàæè äà jå:

a = a (7)

a · q = a+ d (8)

a · q2 = a+ 2d+ 1 (9)



Òðàíñôîðìèøèìî jåäaíà÷èíå (8) è (9) ó ñëåäå£å:

a · (q − 1) = d (10)

a · (q2 − 1) = 2d+ 1 (11)

Äå§å»åì jåäíà÷èíå (11) ñà jåäíà÷èíîì (10) äîáèjàìî:

�a (q2 − 1)

�a (q − 1)
=

2d+ 1

d

���
�(q − 1)(q + 1)

���q − 1
= 2 +

1

d

q = 1 +
1

d

çàìåíîì äîáèjåíîã q ó (10) äîáèjàìî:

a · (1 + 1

d
− 1) = d

a

d
= d

a = d2

Èç óñëîâà çàäàòêà èìàìî äà jå:

a+ b+ c = 19

a+ a+ d+ a+ 2d+ 1 = 19

3(a+ d) = 18

a+ d = 6

Çàìåíîì a = d2 ó ïðåòõîäíó jåäíà÷èíó äîáèjàìî êâàäðàòíó jåäíà÷èíó:

d2 + d− 6 = 0

Ðåøå»à îâå êâàäðàòíå jåäíà÷èíå ñó d = 2 è d = −3. Ðåøå»å d = −3 îäáàöójåìî jåð

òàäà íèç íèjå ðàñòó£è. Êàêî jå d = 2 òàäà q è a äîáèjàìî èç jåäíàêîñòè

q = 1 +
1

d
=

3

2
è a = 22 = 4

Ïðîèçâîä òèõ ÷ëàíîâà jå:

a · b · c = a · a · q · a · q2 = (a · q)3 =
(
4 · 3

2

)3

= 216

Îäãîâîð ïîä (Ã).



20. Èç óñëîâà çàäàòêà èìàìî äà ñó áðîjåâè a, b, c óçàñòîïíè ÷ëàíîâè ðàñòó£åã àðèòåìòè÷êîã

íèçà à áðîjåâè a, b, c+ 3 óçàñòîïíè ÷ëàíîâè ãåîìåòðèjñêîã íèçà, äàêëå âàæè äà jå:

a = a (12)

a · q = a+ d (13)

a · q2 = a+ 2d+ 3 (14)

Òðàíñôîðìèøèìî jåäaíà÷èíå (13) è (14) ó ñëåäå£å:

a · (q − 1) = d (15)

a · (q2 − 1) = 2d+ 3 (16)

Äå§å»åì jåäíà÷èíå (16) ñà jåäíà÷èíîì (15) äîáèjàìî:

�a (q2 − 1)

�a (q − 1)
=

2d+ 3

d

���
�(q − 1)(q + 1)

���q − 1
= 2 +

3

d

q = 1 +
3

d

çàìåíîì äîáèjåíîã q ó (15) äîáèjàìî:

a · (1 + 3

d
− 1) = d

a · 3
d
= d

a =
d2

3

Èç óñëîâà çàäàòêà èìàìî äà jå:

a+ b+ c = 10

a+ a+ d+ a+ 2d = 10

3a+ 3d = 10

Çàìåíîì a = d2

3
ó ïðåòõîäíó jåäíà÷èíó äîáèjàìî êâàäðàòíó jåäíà÷èíó:

d2 + 3d− 10 = 0

Ðåøå»à îâå êâàäðàòíå jåäíà÷èíå ñó d = 2 è d = −5. Ðåøå»å d = −5 îäáàöójåìî jåð



òàäà íèç íèjå ðàñòó£è. Êàêî jå d = 2 òàäà a äîáèjàìî èç jåäíàêîñòè

a =
d2

3
=

4

3

Êîíà÷íî, çáèð êâàäðàòà òèõ ÷ëàíîâà jå:

a2 + b2 + c2 =

a2 + (a+ d)2 + (a+ 2d)2 =

a2 + a2 + 2ad+ d2 + a2 + 4ad+ 4d2 =

3a2 + 6ad+ 5d2 =

3 ·
(
4

3

)2

+ 6 · 4
3
· 2 + 5 · 4 =

124

3

Îäãîâîð ïîä (Á).

14 Êîìáèíàòîðèêà

1. Ñêóï S = { ò, å, õ, í, è, ê, à } èìà ñåäàì åëåìåíàòà (n = 7) . Êàêî ñå ðàäè î

ïåðìóòàöèjàìà áåç ïîíàâ§à»à ïðè ÷åìó òðåáà èñêîðèñòèòè ñâå åëåìåíòå ñêóïà S òàäà jå

ðåøå»å:

P7 = 7! = 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 5040

Îäãîâîð ïîä (Ä).

2. Ñêóï S = { ò, å, õ, í, è, ê, à } èìà ñåäàì åëåìåíàòà (n = 7). Êàêî òðåáà îôîðìèòè

òðîñëîâíó ðå÷ (áèðàìî òðîjêó åëåìåíàòà èç S, k = 3) áåç ïîíàâ§à»à åëåìåíàòà S ïðè

÷åìó jå ðåäîñëåä åëåìåíàòà áèòàí òàäà ñå ðàäè î âàðèjàöèjàìà áåç ïîíàâ§à»à òj.:

V k
n =

n!

(n− k)!
=

7!

(7− 3)!
=

7 · 6 · 5((((((·4 · 3 · 2 · 1
(((

(((4 · 3 · 2 · 1
= 7 · 6 · 5 = 210

Îäãîâîð ïîä (Á).

3. Ñêóï S = { ò, å, õ, í, è, ê, à } èìà ñåäàì åëåìåíàòà (n = 7). Êàêî òðåáà îôîðìèòè

òðîñëîâíó ðå÷ (áèðàìî òðîjêó åëåìåíàòà èç S, k = 3) ñà ìîãó£èì ïîíàâ§à»åì åëåìåíàòà

S ïðè ÷åìó jå ðåäîñëåä åëåìåíàòà áèòàí òàäà ñå ðàäè î âàðèjàöèjàìà ñà ïîíàâ§à»åì òj.:

V
k

n = nk = 73 = 7 · 7 · 7 = 343



Îäãîâîð ïîä (Â).

4. Ñêóï S = { ò, å, õ, í, è, ê, à } èìà ñåäàì åëåìåíàòà (n = 7). Êàêî òðåáà îôîðìèòè

ñâå òðî÷ëàíå ïîäñêóïîâå (áèðàìî ïî òðè åëåìåíòà èç S, k = 3) áåç ìîãó£íîñòè ïîíàâ§à»à

åëåìåíàòà S ïðè ÷åìó jå ðåäîñëåä åëåìåíàòà íåáèòàí òàäà ñå ðàäè î êîìáèíàöèjàìà áåç

ïîíàâ§à»à:

Ck
n =

(
n

k

)
=

n!

(n− k)! · k!
=

7 · �6 · 5��·��4!
���

�3 · 2 · 1 ·��4!
= 35

Îäãîâîð ïîä (À).

5. Ñêóï ñâèõ öèôàðà S = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} èìà äåñåò åëåìåíàòà (n = 10). Òðåáà

äà èçðà÷óíàìî êîëèêî èìà óêóïíî òðîöèôðåíèõ áðîjåâà ó ÷èjåì ñó çàïèñó ñâå öèôðå

ðàçëè÷èòå. Ïðâî £åìî èçðà÷óíàòè êîëèêî èìà óêóïíî òðîöèôðåíèõ áðîjåâà íå âîäå£è

ðà÷óíà î »èõîâîj èñïðàâíîñòè. Ïîøòî áèðàìî òðîjêó åëåìåíàòà èç S, k = 3, åëåìåíòè èç

S ñå íå ìîãó ïîíàâ§àòè è ðåäîñëåä åëåìåíàòà jå áèòàí òàäà ñå ðàäè î âàðèjàöèjàìà áåç

ïîíàâ§à»à. Óêóïàí áðîj òàêâèõ òðîöèôðåíèõ áðîjåâà jå:

V k
n =

n!

(n− k)!
=

10!

(10− 3)!
= 10 · 9 · 8 = 720

Ìå¢ó îâèõ 720 áðîjåâà èìàìî îíå êîjè íèñó èñïðàâíè jåð ïî÷è»ó ñà öèôðîì íóëà, çàòî

îä óêóïíîã áðîjà 720 òðåáà îäóçåòè òàêâå. Îáåëåæèìî ñà xi è-òó öèôðó òðîöèôðåíîã

áðîjà (i = 1, 2, 3). Íà ïðâîì ìåñòó x1 ìîæåìî èçàáðàòè ñàìî jåäàí åëåìåíò ñêóïà S à òî

jå 0. Íà äðóãî ìåñòî x2 ìîæåìî èçàáðàòè ïðåîñòàëèõ 9 åëåìåíàòà ñêóïà S è íà òðå£å

ìåñòî x3 ìîæåìî èçàáðàòè 8 åëåìåíàòà ñêóïà S jåð ñå öèôðå íå ñìåjó ïîíàâ§àòè. Óêîïíî

òðîöèôðåíèõ áðîjåâà êîjè ïî÷è»ó ñà öèôðîì 0 jå äàêëå 1 · 9 · 8 = 72. Êîíà÷íî, óêóïàí

áðîj òðîöèôðåíèõ áðîjåâà ó ÷èjåì ñó çàïèñó ñâå öèôðå ðàçëè÷èòå jå: 720− 72 = 648.

Îäãîâîð ïîä (Â).

6. Êàêî èç ñêóïà ñâèõ öèôàðà òðåáà èçóçåòè öèôðå 0 è 1 òàäà ñêóï S èçãëåäà S =

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} è èìà îñàì åëåìåíàòà (n = 8). Êàêî òðåáà îôîðìèòè ÷åòâîðîöèôðåíå

áðîjåâå (áèðàìî ÷åòâîðêó åëåìåíàòà èç S, k = 4) ñà ìîãó£èì ïîíàâ§à»åì åëåìåíàòà S

ïðè ÷åìó jå ðåäîñëåä åëåìåíàòà áèòàí òàäà ñå ðàäè î âàðèjàöèjàìà ñà ïîíàâ§à»åì òj.:

V
k

n = nk = 84 = 8 · 8 · 8 · 8 = 4096

Îäãîâîð ïîä (Ã).

7. Ñêóï ñâèõ íåïàðíèõ öèôàðà jå S = {1, 3, 5, 7, 9} (èìà ïåò åëåìåíàòà n = 5). Êàêî

òðåáà îôîðìèòè ïåòîöèôðåíå áðîjåâå (áèðàìî ïåòîðêó åëåìåíàòà èç S, k = 5), ïðè ÷åìó

åëåìåíàòå èç S íèjå ìîãó£å ïîíàâ§àòè è ïðè ÷åìó jå ðåäîñëåä åëåìåíàòà áèòàí òàäà ñå

ðàäè î âàðèjàöèjàìà áåç ïîíàâ§à»à òj.:



V k
n =

n!

(n− k)!
=

5!

(5− 5)!
= 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120

Îäãîâîð ïîä (Ã).

8. Ñêóï ñâèõ ïàðíèõ öèôàðà jå S = {0, 2, 4, 6, 8} (èìà ïåò åëåìåíàòà n = 5). Òðåáà

äà èçðà÷óíàìî êîëèêî èìà óêóïíî ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà ó ÷èjåì ñó çàïèñó ñâå öèôðå

ïàðíå. Ïðâî £åìî èçðà÷óíàòè êîëèêî èìà óêóïíî ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà íå âîäå£è ðà÷óíà

î »èõîâîj èñïðàâíîñòè. Ïîøòî áèðàìî ïåòîðêó åëåìåíàòà èç S, k = 5, åëåìåíòè èç S ñå

ìîãó ïîíàâ§àòè è ðåäîñëåä åëåìåíàòà jå áèòàí òàäà ñå ðàäè î âàðèjàöèjàìà ñà ïîíàâ§à»åì.

Óêóïàí áðîj òàêâèõ ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà jå:

V
k

n = nk = 55 = 5 · 5 · 5 · 5 · 5 = 3125

Ìå¢ó îâèõ 3125 áðîjåâà èìàìî îíå êîjè íèñó èñïðàâíè jåð ïî÷è»ó ñà öèôðîì íóëà, çàòî

îä óêóïíîã áðîjà 3125 òðåáà îäóçåòè òàêâå. Îáåëåæèìî ñà xi è-òó öèôðó ïåòîöèôðåíîã

áðîjà (i = 1, 2, 3, 4, 5). Íà ïðâîì ìåñòó x1 ìîæåìî èçàáðàòè ñàìî jåäàí åëåìåíò ñêóïà S

à òî jå 0. Íà äðóãî ìåñòî x2 ìîæåìî èçàáðàòè 5 åëåìåíàòà ñêóïà S jåð ñå öèôðå ìîãó

ïîíàâ§àòè, è íà òðå£å,÷åòâðòî è ïåòî ìåñòî x3, x4, x5 ìîæåìî èçàáðàòè ïî 5 åëåìåíàòà

ñêóïà S jåð ñå öèôðå ìîãó ïîíàâ§àòè. Óêîïíî ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà êîjè ïî÷è»ó ñà

öèôðîì 0 à ïðåîñòàëå öèôðå ïðèïàäàjó ñêóïó S jå äàêëå 1 · 5 · 5 · 5 · 5 = 625. Êîíà÷íî,

óêóïàí áðîj ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà ó ÷èjåì ñó çàïèñó ñâå öèôðå ïàðíå jå: 3125−625 = 2500.

Îäãîâîð ïîä (Á).
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