
11 Stereometrija (25.4.2020.)

10. Pravilni tetraedar mo�emo posmatrati kao trostranu piramidu qije su sve

ivice jednake. Oznaqimo temena datog tetraedra sa A, B, C i D, a ǌegovu

ivicu sa a. Tra�enu zapreminu raqunamo kao

V =
1

3
BH =

1

3
· a

2
√
3

4
H,

gde je sa H oznaqena visina tetraedra iz vrha D na bazu B = ABC. Podno�je

E visine H nalazi se u preseku visina baze, pa visinu baze h iz temena A

na ivicu BC deli u odnosu 2:1. Iz pravouglog trougla AED po Pitagorinoj

teoremi imamo

H =

√
a2 −

(
2

3
h

)2

=

√√√√a2 −

(
2

3
· a
√
3

2

)2

= a

√
2

3
,

pa je V =
a3
√
2

12
. Kako je dato V = 48

√
2 cm3, dobijamo a = 4 3

√
9 cm (B).
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11. Temena baze B date piramide oznaqimo sa A, B i C, a vrh sa D. Neka je a

ivica baze, b boqna ivica, H visina piramide, ha visina osnove iz temena

A na ivicu BC, a hb visina boqne strane iz temena D na ivicu BC. Sa E

oznaqimo podno�je visine H (koje predstavǉa centar osnove i deli visinu ha
u odnosu 2:1), sa F podno�je visine ha (koje je istovremeno i podno�je visine

hb), i neka je G ortogonalna projekcija taqke E na boqnu stranu BCD. Taqka

G pripada visini hb. Zapreminu date piramide raqunamo kao

V =
1

3
BH =

1

3
· a

2
√
3

4
H =

1

12
Ha2
√
3.

Uoqimo trougao EFD. ǋegovu povrxinu mo�emo raqunati na dva naqina:

PEFD =
1

2
· 1
3
haH i PEFD =

1

2
hb|EG|,

odakle je
1

3
haH = hb|EG|. (1)

Va�i ha =
a
√
3

2
, a iz PBCD =

1

2
ahb imamo hb =

2 · 75 cm2

a
=

150 cm2

a
. Zamenom

|EG| = 8 cm i ovako izra�enih ha i hb u (1), dobijamo Ha2
√
3 = 7200 cm3. Stoga

je V = 600 cm3 (A).
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12. Baza B = KLM piramide KLMN je jednakostraniqan trougao ivice b = a/2

(jer npr. KL predstavǉa sredǌu liniju trougla ACB). Ako sa Ha oznaqimo

visinu piramide ABCD iz vrha D na bazu ABC, a sa Hb visinu piramide

KLMN iz vrha N na bazu KLM , onda je Hb = Ha/2 (ako sa E oznaqimo podno�je

visine Ha, a sa O podno�je visine Hb, onda iz sliqnosti trouglova AED i

AON i s obzirom da je |AD| : |AN | = 2 : 1, sledi Ha : Hb = 2 : 1). U 10. zadatku

smo videli da je Ha = a
√
2/3, pa imamo

V =
1

3
BHb =

1

3
· b

2
√
3

4
· Ha

2
=

1

3
·

(a
2

)2√
3

4
·
a

√
2

3
2

=
a3
√
2

96
(V).
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13. Temena datog pravilnog tetraedra oznaqimo sa A, B, C i D, a ǌegovu ivicu sa

a. Neka je E podno�je visine tetraedra H iz vrha D na bazu ABC i neka je F

podno�je visine baze h iz temena A na ivicu BC. Pri tom E deli AF u odnosu

2:1, a va�i i |DF | = h. Sa S oznaqimo centar lopte upisane u dati tetraedar.

Upisana lopta bazu ABC dodiruje u taqki E, a taqku u kojoj dodiruje boqnu

stranu BCD oznaqimo sa T . Taqka T predstavǉa ortogonalnu projekciju taqke

S na ravan BCD i pripada du�i DF . Ako je r polupreqnik upisane lopte, onda

je r = |SE| = |ST |. Primetimo da su trouglovi EFD i TSD sliqni, jer oba

imaju po jedan prav ugao i zajedniqki ugao kod temena D. Stoga je

|EF | : |FD| = |TS| : |SD|. (2)

Primetimo da je |EF | = 1

3
h =

1

3
· a
√
3

2
=

a
√
3

6
, |FD| = h =

a
√
3

2
, |TS| = r, a

kako smo u 10. zadatku videli da je H = a
√

2/3 i kako je |SE| = r, imamo

|SD| = H − r = a
√
2/3− r. Sada jednakost (2) mo�emo zapisati kao

a
√
3

6
:
a
√
3

2
= r :

(
a

√
2

3
− r

)
,

odakle je r =
a

4

√
2

3
. U 10. zadatku smo dobili da je zapremina V =

a3
√
2

12
, a

kako je dato V = 144
√
2, sledi a = 12. Stoga je r = 3

√
2

3
=
√
6 (B).
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14. Neka su A, B, C i D temena, a a ivica datog tetraedra. U 13. zadatku smo

ustanovili da pravilni tetraedar zapremine V = 144
√
2 ima ivicu a = 12.

Neka je H visina tetraedra iz vrha D na bazu ABC, sa podno�jem E, i neka

je h visina baze iz temena A na ivicu BC (pri qemu E deli h u odnosu

2:1). Na osnovu 10. zadatka je H = a
√

2/3. Ako sa S oznaqimo centar lopte

opisane oko datog tetraedra (ta lopta sadr�i temena A, B, C i D), a sa R

ǌen polupreqnik, onda je R = |SA| = |SD|. Iz pravouglog trougla AES po

Pitagorinoj teoremi imamo |SA|2 = |AE|2 + |ES|2, odnosno

R2 =

(
2

3
h

)2

+ (H −R)2 =

(
2

3
· a
√
3

2

)2

+

(
a

√
2

3
−R

)2

= a2 − 2aR

√
2

3
+R2,

odakle je 2aR
√

2/3 = a2, odnosno R =
a

2

√
3

2
= 6
√

3/2 = 3
√
6 (A).
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15. Neka su A, B, C i D temena osnove, a E vrh date piramide. Ravan paralelna

osnovi od date piramide odseca maǌu piramidu qiji je vrh E i qija je osnova

kvadrat ivice b sa temenima A1, B1, C1 i D1. Povrxina osnove maǌe piramide

je tra�ena povrxina preseka i iznosi P = b2. Sa F oznaqimo podno�je visine

H, sa F1 podno�je visine maǌe piramide, neka je G sredixte ivice BC, a G1

sredixte ivice B1C1. Primetimo da je |FG| = a/2, a |F1G1| = b/2. Iz sliqnosti

trouglova EFG i EF1G1 imamo |EF | : |FG| = |EF1| : |F1G1|, odnosno H :
a

2
=

(H − x) : b
2
, odakle je b =

a(H − x)
H

, pa je P = a2
(H − x)2

H2
(D).
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16. Neka je a ivica osnove, a h visina boqne strane date piramide (u opxtem

sluqaju je h 6= a
√
3

2
). Ako sa B oznaqimo bazu, a saM omotaq, onda je tra�ena

povrxina

P = B +M = a2 + 4
ah

2
= a2 + 2ah.

Ugao izme�u boqne strane i osnove oznaqimo sa α. Primetimo da je rastojaǌe

izme�u podno�ja visine piramide H i ivice osnove jednako a/2. Tada je

4

3
= tgα =

sinα

cosα
=

H

h
a/2

h

=
2H

a
,

odakle je a =
3H

2
= 3 cm. Po Pitagorinoj teormi imamo

h =

√
H2 +

(a
2

)2
=

5

2
cm,

pa je P = 24 cm2 (nije me�u ponu�enim odgovorima).
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17. Ivicu osnove B date piramide oznaqimo sa a, dijagonalu osnove sa d, a visinu

piramide sa H. Podno�je visine H pada u presek dijagonala osnove i polovi

dijagonalu osnove. Tra�enu zapreminu raqunamo kao

V =
1

3
BH =

1

3
a2H.

Kako je sinα =
H

s
, imamo H = s sinα, a iz cosα =

d/2

s
sledi d = 2s cosα.

Dijagonalu kvadrata izra�avamo preko ivice kao d = a
√
2, pa je a =

d√
2

=

s
√
2 cosα. Stoga je

V =
1

3
(s
√
2 cosα)2s sinα =

2

3
s3 sinα cos2 α (A).
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18. Temena osnove date piramide oznaqimo sa A, B i C, a ǌen vrh sa D. Neka

je ivica osnove BC = a hipotenuza, a ivice osnove AB = AC = b katete

jednakokrako-pravouglog trougla. Zbog podudarnosti boqne strane sa osnovom

za boqne ivice va�i BD = CD = b, a neka je boqna ivica AD = c. Tra�ena

povrxina je

P = PABC + PBCD + PABD + PACD = 2PABC + 2PABD.

Va�i PABC =
b2

2
, a kako je a2 = 2b2, to je PABC =

a2

4
. Neka je h visina osnove iz

temena A na ivicu BC sa podno�jem E, pri qemu E polovi BC. Tada je i visina

DE boqne strane BCD (koja predstavǉa i visinu piramide) tako�e jednaka

h. Iz pravouglog trougla ADE imamo c2 = 2h2, a iz pravouglog trougla ABE

je h2 = b2−
(a
2

)2
=
a2

4
, pa je c =

a√
2
. Kako iz a2 = 2b2 sledi b =

a√
2
vidimo da je

b = c, xto znaqi da je trougao ABD jednakostraniqan, pa je ǌegova povrxina

PABD =
b2
√
3

4
=
a2
√
3

8
. Konaqno je

P = 2
a2

4
+ 2

a2
√
3

8
=
a2

4
(2 +

√
3). (B)
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19. Neka su A, B, C i D temena osnove B, a E vrh date piramide. Ivicu osnove

oznaqimo sa a, a dijagonalu osnove sa d. Ako je CE boqna ivica normalna na

ravan osnove, onda je visina osnove H = |CE|. Najdu�u boqnu ivicu oznaqimo

sa s, pri qemu je |AE| = s = 8. Tra�enu zapreminu raqunamo kao

V =
1

3
BH =

1

3
a2H.

Kako je ACE jednakokrako-pravougli trougao, to je H = d i s2 = H2 + d2, pa

je H = d =
s√
2
= 4
√
2. S obzirom da je d2 = 2a2, imamo a =

d√
2
= 4. Na osnovu

dobijenih vrednosti je V =
64

3

√
2 (B).
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20. Temena osnove B date piramide oznaqimo sa A, B, C i D, a ǌen vrh sa E.

Neka su strane BCE i CDE normalne na osnovu, neka strana ADE sa osnovom

zaklapa ugao α, i neka strana ABE sa osnovom zaklapa ugao β. Sa a i b

oznaqimo ivice osnove (a = |AB|, b = |BC|), a sa H visinu piramide, pri

qemu je H = |CE|. Zapreminu date piramide raqunamo kao

V =
1

3
BH =

1

3
SH.

Iz pravouglog trougla CDE je tgα = H/a, dok je iz pravouglog trougla BCE

tgβ = H/b. Kako je ab = S, to je

tgα tgβ =
H

a
· H
b

=
H2

S
,

odakle je H =
√
Stgα tgβ. Sledi V =

1

3
S
√
Stgα tgβ (V).
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21. Neka su A, B, C i D temena osnove, a E vrh date piramide. Sa S oznaqimo

centar sfere opisane oko piramide, a sa R ǌen polupreqnik (ta sfera sadr�i

taqke A, B, C, D i E). Neka je a = 2
√
3 cm ivica osnove, neka visina piramide

H = 3 cm sadr�i sredixte F ivice BC, i neka je b = |BE| = |CE|. Tada

je b2 = H2 +
(a
2

)2
, odakle je b = 2

√
3 cm, pa zakǉuqujemo da je trougao BCE

jednakostraniqan. Krug opisan oko trougla BCE pripada sferi opisanoj oko

piramide, a ako sa K oznaqimo ǌegov centar, onda je |KF | = H/3. Neka je G

presek dijagonala osnove. Kako je R = |SA| = |SB| = |SC| = |SD|, to se centar

sfere S nalazi na pravoj paralelnoj visini H koja sadr�i taqku G, pri qemu

je |SG| = |KF | = H/3. Iz pravouglog trougla BGS imamo |BS|2 = |BG|2 + |GS|2,
odnosno

R2 =

(
d

2

)2

+

(
H

3

)2

=

(
a√
2

)2

+

(
H

3

)2

,

odakle je R =
√
7 cm (V).
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