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IIpunpemHa HacraBa 3a IoJiarambe IIPHUjeMOr HCIIATA 3a YIINC HA

Mammmacku dakynrer y Beorpany
9. TpuroHomeTpujcKe jeJHAUYUHE

. AKo Ha JIeBy W JeCHY CTpaHy jeIHaYnHEe
arcctg(xr — 2) = arcctg(z — 1) 4 arcctg x

npuMeHuMO (DYHKIH]Y ctg U Ha JIeCHOj CTPAHU UCKOPUCTHMO (DOPMYJTY

t tgb — 1
ctgb + ctga
JI0OMjaMo jeITHAYUHY
— -1
pog-@ZDT=l e sy
r+z—1

qnja cy pemeha r = 1 uw x = 3. [IpoBepom yTBphyjemMo 1a cy TO 3amcTa perema MoJaa3He

jeIHaunHe, ma je 30Up perrema jegHak 4.

. [Ipumerumo mnpBo j1a je

T tgx + tg] tgr +1
4 1 —tgrtgh 1—tgx

Jlakme, monasHa jeaHadunHa ce TpaHCHOPMHUIIIE YV jeTHATNHY

tgr +1
1 —tgx

— 2tgr = 2,
YHjEM MHOXKemeM ca 1 — tgr mobujaMo KBaJpaTHY jeTHAUHHY
2tgxr +tgr —1 =10

no tgzr. Fbena pernema cy

—1+I+8 —1%3
y -

tgxr = )

& 1
ma je tgr = % umm je tgr = —1. Kaxo je ycmos 3agarka 6mo 0 < x < 7, 1o je tgr > 0. Creau
na je tgr = %

Jla 6ucmo mamm sin® z, mocMaTpajmo

o2 sin® sin® x 1
g xr = ey - = —.
cos2x 1 —sin’z 4

Haxne, 5sin®z = 1, ma je sinz = 0, 2.

.V jenmaumnm \/3cos?x — sin2x = —sinz Buaumo ma je sinz < 0 (jep je kopen ma JeBoj
cTpaHu HeHeratuBaH u sinx = (0 ounrneano Huje pememe). Jlakme, y unrepsany [0, 37]

perema jeanaanne cy y (m,27).

Ako KBaJpupaMo MOJA3HY jeTHAYNHY U TMPUMETHMO 11 je

sin 2x = 2sinx cosz = 3 sin x cosx — sin x cos .,
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JT0OMjaMO jeTHAUNHY
3 cos® x—3 sin  cos x+sin  cos r—sin® x = 0, Tj. 3 cos x(cos z—sin x)+sin z(cos r—sin ) = 0.

Cnemn na je (cosx —sinx)(3cosz + sinz) = 0, ma je tgr = 1 win je tgr = —%. Konauno, y

WHTEpBALY (7, 27) OBAKBUX DeIlerha uMa yKYIHO JIBa.
AKo mckopucTHMO uumeHnIy 12 je 1 = sin? z + cos? r, manra jegHaunHa moCTaje
- 2 2 2
cos zsinx + 2 cos” & = sin” x + cos” z,

amjom geobom ca cos®  (y unrepsaiy [0, %) je cosz # 0) nobujamo xa je

1++5

tg?r —tgr —1=0, 1j. tgr= 5

Y unrepsany [0,7) je tgx > 0, ma je tgr = 1+2\/5'

Ako mpumenumo dhopMmyry

a+b a—2>
cosa + cosb = 2 cos 5 cos 5

Ha MOCTeIIba IBa cabUpKa He JIeBOj CTpaHU IoJa3He jeHadnHe, J00ujaMo jeTHATnHY

cosx + 2cos3zxcosx =0, Tj. cosz(l+2cos3dx)=0.

Jlakne, Tpeba ga oyae cosx = 0 uam cos3x = —%. Axo je cosx = 0, Taga je v = § + k7

(k € Z), na cy Takpa mosuTHBHA pemema 7,3, 3w, ... Ako je cos3z = —3, Taza je
21

cos3r = cos &, ma je 3rv = 2km £+ %’T (k € Z). Cnenn na je v = %7? (k:i %), ma Ccy TaKBa

3 ’
MO3UTHBHA Pelleha %7‘(‘, %7‘(‘, %7‘(‘, %7?, .... Konauno, yeTnpn HajMarba IMO3UTHBHA PEIIEHa CY
2 _4_1_ 8 . 37
ST, 5T, 3T, g, & HUXOB 30D je {c.

[Ipumenom popMmyste 3a KOTAHTEHC ABOCTPYKOT YIJIa, HAIIA jeTHAUMHA MOCTaje

ctg?r — 1

2
ctg’r + ( ) =a, Tj. bctglr — (4a+2)ctg’r +1=0.

2ctgx

OBa jegnaunna he mmarTn TA9IHO jeTHO perlieme y WHTEPBAIY (O, g) aKO M CaMO aKoO je HheHa
JUCKUMUHAHTA jeqHaka uyau u 4a + 2 > 0. [Ipumernmo jormn 1a a He MoOzKe OUTH HETATUBHO
(jep je jeamako 36upy kBajpara). Caean ga je 16a® + 16a +4 —20 =0, 1j. a® +a — 1 = 0,

. _ 145 _ —1+V5
omakine je a = —5=>. Jlakme, a = —=.

s

3

y JaTOM MHTepBaly cost > 3 3a @ € [0, 5] U [, 2m).

Ako je cosx = %, TaJIa je COS X = COS %, Ma je pemMa, CJAUIN

[TomTo je mo GopMyIH 32 KOCHHYC IBOCTPYKOr yrva cosdx = 1 — 2sin® 2z, monasna nejes-

HaYMHA Ce CBOJAM Ha HejeTHATNHY

2sin? 2z +sin2z — 1 <0, 1j. (2sin2z —1)(sin2z + 1) <0,
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ma je sin2z < 1 (jep je sin2z + 1 > 0). Axo je sin2z = 1,
Tajga je sin2r = sing = sin %’T. Ha ocuoBy cnuke cieman
% 3a 2x € [O, %} U [%,27?). Konauno, y

naTepBaay [0, 7) CKym perema je x € [0, %] U [‘?—g, 7T).

aa je sin2z <

TlerberbeM moslasie HejefHadnne ca /2 i youaBameM 1a je
1 6T — s ;
75 = sin g =cos g, JT0OMjaMo

. T LT - 1 . . < 7r> -
SN xr COS — — COS T S1In — — T]. sm\|\xr — —
4 TG 4

Cnean na je v — 7 € [—%,%) U (%’T,%), naje r € [O,

=5
~— =
[\

U (m, 27).

[Tpumerumo ma je dbyHKIMja HA MeBOj cTpanu HejeaHaunne medunncana 3a xr # —10. laswe,

3HaMO Ja je arctga + arctg% = 3 3a a > 0 n arctga + arctgi =—33aa <0, kao n na je

2a

2 arctga = arctgli

5, 34 a’ < 1.
a

Crnemn na he 3a x > 0 mosa3Ha HejIHAKOCT BaXKUTH, aKo je

9 arct 1 ; 2(x 4+ 10) — arct 1
arctg——— = arctg———————— < arctg—.
&2+ 10 Sr 1102 -1 &2
Kako je arctge pacryha dyukmnuja, Tpeda ga BazKku
2 10 1
(z+10) T i 2 990,

(x+10)2-1 =z
ma je x € {1,2,...,9}. Jame, 3a x <0 (z ¢ {—9,—11}) tpeba 1a Baxkn

2+10) 1 _ =99
— — T].
@+102—1" 2 9 2(z+9)(x+11)

0.

3Hak JieBe cTpaHe MPeTXOHe Heje HaYdnHe AT je Y HaPeIHOj Tabeln.

x —11 —3v11 -9 0 3vV11
S e e N
r+9 - | - | -+ |+ | +
r+11 |- |+ | + !+ 1+ |+
=99 |+ | 4+ | - -1 - | +
22—99
2@+ (@+1l) | |+ | - |+ | - | +
Cnemn ma cy y oBoM ciaydajy pemema r € {—8 —7,...,—1}. JeanoctaBHOM HTpOBEpOM
Hama3uMo u Ja cy u ¢ = 0 u x = —9 penema, na pemnrema UMa YKYIHO 19.
[Tora3na HejeTHAYNHA je eKBUBAJICHTHA HejeTHAYNHE
sinx —cosx 1 2sinz—1 ) 2COSZL‘—1>0
— = T, —/———— :
osing —1 2 2sinz—1 " 0 2sinz—17
Jakute, Tpeba 1a BaxKm cosx > 5 n sinz > 1 wm cosz < 3 usinz < 5.
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Y npBoM ciyuajy (cauka J1eBo) je cosx >

TaJIa CKYN perierma T € (%, %]

3a T € [%,5”} nmsinz < izax € [O,E)U

Y spyrom ciay4ajy (cauKa JecHO) je cosx < 5

1
2
(%”, 27r), ma je y TOM CIy4ajy CKYII pelrema T € (%’T, %’T}

Ako uckopuctumo (hopMysry 3a CHHYC IBOCTPYKOT yIJia, T00HjaMO HejeTHATNHY

2sin’ xcosxsin3xz >0, Tj. cosxsin3dz > 0.

Hakie, y uarepBaiy [0, 7) Tpeba ma Baxu cosx > 0 u sin3z > 0 uiu cosz < 0 u sin 3z < 0.

Y npBoMm ciydajy je
s
cosx >0 3a x€<0,§> n

2
sin3x >0 3a 3zx€ (0,7)U(2m,3m), 1. x€ <O, g) U (%,W) ,

ma je r € (O, %) Y napyrom ciaydajy je

s
cosr <0 3a I‘E<§,7T> n

2
sin3z <0 3a 3z€(m2m), Tj. xG(%,%)a

N

ma je r € (g, 2{) Jlaxse, cKyIl pellema HejeJHATHHE je T € (0, %) U (g, ?).

[TocmaTpamo JBe Hejenuaunte y unrepsaiy [0,7): cosx < cos2x u cos2x < cos3z. AKoy

IIPBOj HejeHAINHN HCKOPUCTIMO THIeHHIY Ja je cos 27 = 2 cos? —1, nobujamo Heje naanny
2cos’x —cosx —1>0, Tj. (2cosx+1)(cosz —1)>0.

[Ipumerumo ma je cosz — 1 < 0, na je nosia3na HejelHAYNHA €KBUBAJEHTHA €A COST < —%,

YHjU je CKYI pelrerma T € (%’T, 4?”) JIpyra HejegHaunHa ce mpuMeHOM (opmyie
. a+b . a—b
cosa — cosb = —2sin 5 sin 5

CBOIU Ha 51 T
sin — sin — < 0.
2 2

Jlakse, Tpeba 1a Bayku Sin %I <0 wmsing >0 nm sin %I > 0msing <0. Jame je

,5x<0 . 51’6(2) . c 2m 4w
sin — — e (m2nm), T1. Tz€|—,—
2 g -\ 55

. X X .
sin 5 > 0 3a 5 € 0,7), . x€(0,2n),

1a, je y OBOM CJIy4ajy CKYT periera reE (2—” 4—“). Y apyrowm ciydajy HejegHAUYNHA HEMA perie-

55
wa, jep je sin§ > 0 3a x € (0, 7). Konauno, ckyn penrema obe Hejenaunne je € (2?”, 4?”)



10. 'eomerpuja y paBHHI

. Heka cy a u b kaTeTe mpaBoyI/Ior TPOYT/Ia, ¢ IerOBa XUMOTEHY3a U h, BUCUHA HA TY XUIIOTE-

ny3sy. U3 ycnosa 3anatka je h. = 7. IIpermocraBnmvo ja je a Mama KaTeTa U (v yrao HacIpam
me. Tana je

. he c b 1
sinao = — = —, oOJakjIe je - =-————. c
b 4b A ] ¢ 4sina a 4
Ca apyre cTpane je Q
- = cosa. b
c
Jlaxke, ]

1
= cos . sin2a = —.
4 sin o T 2

Canma dbupamo 2a = 30°, ma je a = 15°.
. Heka je yrao kox temena C' mpaB u yrao ko temena A jennak 60°. Axo ozuaunmo a = BC,
b=CA ¢ = AB, tama je a = bv/3 u ¢ = 2b, ma je obum
tpoyriia O = 3b + by/3. Jlajbe, Ha OCHOBY MO3HATE UHIHCHUIE
a+b—c=2rje

2r

V3-—1

= 2.

W3 +b—2b= 2r, opakie je b=

Taxme, O = 6 + 2/3.
. Heka cy a n b karere mpaBoyror Tporjia, ¢ = 5 HeroBa XuMoTeHy3a n r = 1 TMOJIYIPETHIK

ynucanor kpyra. Kao u y mpeTxoaHom 3aJaTKy, Baxu a +b=c+ 2r = 7.
. [Tpumenom Ilurtaropmue Teopeme Ha MTPaBOyIJIie TPOYIJIOBE A

ACB u ACD penom nobujaMo jeTHadINHEe

V+10°=c m b +6%=(c—2)>

AKo om mpBe jegHAUNHE OXY3MEMO JPYTY, J00HjaMO

64 = 4c — 4, onaxne je c = 17. B
. Heka je a;=PQ nyx mapamensa ocHoBu a Tpoyria ABC koja geawm Tpoyrao Ha JBa jena

jeIHAKNX MOBPIIMHA U HeKa cy hy u h Bucuue Tpoyrioa AP(Q)

u ABC penom u3 temena A. Tpoyrao ABC wuma moBpiuny 4
P = %, a Tpoyrao AP() noppmuny P; = % Tpoyrmosu I
APQ uw ABC cy ciuanu ca KoedurujenToM k, ma je a; = ka
u hy = kh. Cnemn na je Py = kP = £, onaxze je k = ? L . a}ll @
_ a2 o
Hakne, ay = “5=. B - o
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