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9. Trigonometrijske jednaqine

10. Ako na levu i desnu stranu jednaqine

arcctg(x− 2) = arcctg(x− 1) + arcctg x

primenimo funk
iju ctg i na desnoj strani iskoristimo formulu

ctg(a+ b) =
ctga ctgb− 1

ctgb+ ctga

dobijamo jednaqinu

x− 2 =
(x− 1)x− 1

x+ x− 1
, tj. x2 − 4x+ 3 = 0,

qija su rexe�a x = 1 i x = 3. Proverom utvrÆujemo da su to zaista rexe�a polazne

jednaqine, pa je zbir rexe�a jednak 4.

11. Primetimo prvo da je

tg
(

x+
π

4

)

=
tgx+ tgπ

4

1− tgx tgπ

4

=
tgx+ 1

1− tgx
.

Dakle, polazna jednaqina se transformixe u jednaqinu

tgx+ 1

1− tgx
− 2tgx = 2,

qijim mno�e�em sa 1− tgx dobijamo kvadratnu jednaqinu

2tg2x+ tgx− 1 = 0

po tgx. �ena rexe�a su

tgx =
−1±

√
1 + 8

4
=

−1± 3

4
,

pa je tgx = 1
2
ili je tgx = −1. Kako je uslov zadatka bio 0 < x < π

2
, to je tgx > 0. Sledi

da je tgx = 1
2
.

Da bismo naxli sin2 x, posmatrajmo

tg2x =
sin2 x

cos2 x
=

sin2 x

1− sin2 x
=

1

4
.

Dakle, 5 sin2 x = 1, pa je sin2 x = 0, 2.

12. U jednaqini

√
3 cos2 x− sin 2x = − sin x vidimo da je sin x < 0 (jer je koren na levoj

strani nenegativan i sin x = 0 oqigledno nije rexe�e). Dakle, u intervalu [0, 3π]

rexe�a jednaqine su u (π, 2π).

Ako kvadriramo polaznu jednaqinu i primetimo da je

sin 2x = 2 sin x cosx = 3 sin x cosx− sin x cos x,
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dobijamo jednaqinu

3 cos2 x−3 sin x cos x+sin x cosx−sin2 x = 0, tj. 3 cosx(cos x−sin x)+sin x(cos x−sin x) = 0.

Sledi da je (cosx− sin x)(3 cosx+ sin x) = 0, pa je tgx = 1 ili je tgx = −1
3
. Konaqno, u

intervalu (π, 2π) ovakvih rexe�a ima ukupno dva.

13. Ako iskoristimo qi�eni
u da je 1 = sin2 x+ cos2 x, naxa jednaqina postaje

cosx sin x+ 2 cos2 x = sin2 x+ cos2 x,

qijom deobom sa cos2 x (u intervalu [0, π

2
) je cosx 6= 0) dobijamo da je

tg2x− tgx− 1 = 0, tj. tgx =
1±

√
5

2
.

U intervalu [0, π
2
) je tgx > 0, pa je tgx = 1+

√
5

2
.

14. Ako primenimo formulu

cos a + cos b = 2 cos
a + b

2
cos

a− b

2

na posled�a dva sabirka ne levoj strani polazne jednaqine, dobijamo jednaqinu

cosx+ 2 cos 3x cosx = 0, tj. cosx(1 + 2 cos 3x) = 0.

Dakle, treba da bude cosx = 0 ili cos 3x = −1
2
. Ako je cos x = 0, tada je x = π

2
+ kπ

(k ∈ Z), pa su takva pozitivna rexe�a

1
2
π, 3

2
π, 5

2
π, . . .. Ako je cos 3x = −1

2
, tada je

cos 3x = cos 2π
3
, pa je 3x = 2kπ ± 2π

3
(k ∈ Z). Sledi da je x = 2

3
π
(

k ± 1
3

)

, pa su takva

pozitivna rexe�a

2
9
π, 4

9
π, 8

9
π, 10

9
π, . . .. Konaqno, qetiri najma�a pozitivna rexe�a su

2
9
π, 4

9
π, 1

2
π, 8

9
π, a �ihov zbir je

37
18
π.

15. Primenom formule za kotangens dvostrukog ugla, naxa jednaqina postaje

ctg2x+

(

ctg2x− 1

2ctgx

)2

= a, tj. 5ctg4x− (4a+ 2)ctg2x+ 1 = 0.

Ova jednaqina �e imati taqno jedno rexe�e u intervalu

(

0, π

2

)

ako i samo ako je �ena

diskiminanta jednaka nuli i 4a + 2 > 0. Primetimo jox da a ne mo�e biti negativno

(jer je jednako zbiru kvadrata). Sledi da je 16a2 + 16a + 4 − 20 = 0, tj. a2 + a− 1 = 0,

odakle je a = −1±
√
5

2
. Dakle, a = −1+

√
5

2
.

16. Ako je cosx = 1
2
, tada je cosx = cos π

3
, pa je prema sli
i

u datom intervalu cosx >
1
2
za x ∈ [0, π

3
] ∪ [5π

3
, 2π).

x =
1

2

17. Poxto je po formuli za kosinus dvostrukog ugla cos 4x = 1 − 2 sin2 2x, polazna nejed-

naqina se svodi na nejednaqinu

2 sin2 2x+ sin 2x− 1 6 0, tj. (2 sin 2x− 1)(sin 2x+ 1) 6 0,

2



pa je sin 2x 6
1
2
(jer je sin 2x+ 1 > 0). Ako je sin 2x = 1

2
,

tada je sin 2x = sin π

6
= sin 5π

6
. Na osnovu slike sledi

da je sin 2x 6
1
2
za 2x ∈

[

0, π
6

]

∪
[

5π
6
, 2π

)

. Konaqno, u

intervalu [0, π) skup rexe�a je x ∈
[

0, π

12

]

∪
[

5π
12
, π

)

.

y =
1

2

18. De	e�em polazne nejednaqine sa

√
2 i uoqava�em da je

1√
2
= sin π

4
= cos π

4
, dobijamo

sin x cos
π

4
− cosx sin

π

4
<

1√
2
, tj. sin

(

x− π

4

)

<
1√
2
.

y =
1√
2

Sledi da je x− π

4
∈
[

−π

4
, π

4

)

∪
(

3π
4
, 7π

4

)

, pa je x ∈
[

0, π
2

)

∪ (π, 2π).

19. Primetimo da je funk
ija na levoj strani nejednaqine definisana za x 6= −10. Da	e,

znamo da je arctga + arctg 1
a
= π

2
za a > 0 i arctga+ arctg 1

a
= −π

2
za a < 0, kao i da je

2 arctga = arctg
2a

1− a2
, za a2 < 1.

Sledi da �e za x > 0 polazna nejdnakost va�iti, ako je

2 arctg
1

x+ 10
= arctg

2(x+ 10)

(x+ 10)2 − 1
< arctg

1

x
.

Kako je arctgx rastu�a funk
ija, treba da va�i

2(x+ 10)

(x+ 10)2 − 1
<

1

x
, tj. x2 − 99 < 0,

pa je x ∈ {1, 2, . . . , 9}. Da	e, za x < 0 (x /∈ {−9,−11}) treba da va�i

2(x+ 10)

(x+ 10)2 − 1
>

1

x
, tj.

x2 − 99

x(x+ 9)(x+ 11)
> 0.

Znak leve strane prethodne nejednaqine dat je u narednoj tabeli.

x −11 −3
√
11 −9 0 3

√
11

x − | − | − | − | + | +

x+ 9 − | − | − | + | + | +

x+ 11 − | + | + | + | + | +

x2 − 99 + | + | − | − | − | +
x2−99

x(x+9)(x+11)
− | + | − | + | − | +

Sledi da su u ovom sluqaju rexe�a x ∈ {−8,−7, . . . ,−1}. Jednostavnom proverom

nalazimo i da su i x = 0 i x = −9 rexe�a, pa rexe�a ima ukupno 19.

20. Polazna nejednaqina je ekvivalentna nejednaqini

sin x− cosx

2 sinx− 1
− 1

2
· 2 sin x− 1

2 sin x− 1
6 0, tj.

2 cosx− 1

2 sin x− 1
> 0.

Dakle, treba da va�i cosx >
1
2
i sin x > 1

2
ili cosx 6

1
2
i sin x < 1

2
.
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x =
1

2

y =
1

2

x =
1

2

y =
1

2

U prvom sluqaju (slika levo) je cos x >
1
2
za x ∈

[

−π

3
, π

3

]

i sin x > 1
2
za x ∈

(

π

6
, 5π

6

)

, pa je

tada skup rexe�a x ∈
(

π

6
, π
3

]

.

U drugom sluqaju (slika desno) je cosx 6
1
2
za x ∈

[

π

3
, 5π

3

]

i sin x < 1
2
za x ∈

[

0, π
6

)

∪
(

5π
6
, 2π

)

, pa je u tom sluqaju skup rexe�a x ∈
(

5π
6
, 5π

3

]

.

21. Ako iskoristimo formulu za sinus dvostrukog ugla, dobijamo nejednaqinu

2 sin2 x cosx sin 3x > 0, tj. cosx sin 3x > 0.

Dakle, u intervalu [0, π) treba da va�i cosx > 0 i sin 3x > 0 ili cosx < 0 i sin 3x < 0.

U prvom sluqaju je

cosx > 0 za x ∈
(

0,
π

2

)

i

sin 3x > 0 za 3x ∈ (0, π) ∪ (2π, 3π), tj. x ∈
(

0,
π

3

)

∪
(

2π

3
, π

)

,

pa je x ∈
(

0, π

3

)

. U drugom sluqaju je

cosx < 0 za x ∈
(π

2
, π

)

i

sin 3x < 0 za 3x ∈ (π, 2π) , tj. x ∈
(

π

3
,
2π

3

)

,

pa je x ∈
(

π

2
, 2π

3

)

. Dakle, skup rexe�a nejednaqine je x ∈
(

0, π

3

)

∪
(

π

2
, 2π

3

)

.

22. Posmatramo dve nejednaqine u intervalu [0, π): cos x < cos 2x i cos 2x < cos 3x. Ako u

prvoj nejednaqini iskoristimo qi�eni
u da je cos 2x = 2 cos2−1, dobijamo nejednaqinu

2 cos2 x− cosx− 1 > 0, tj. (2 cosx+ 1)(cosx− 1) > 0.

Primetimo da je cosx − 1 6 0, pa je polazna nejednaqina ekvivalentna sa cosx < −1
2
,

qiji je skup rexe�a x ∈
(

2π
3
, 4π

3

)

. Druga nejednaqina se primenom formule

cos a− cos b = −2 sin
a+ b

2
sin

a− b

2

svodi na

sin
5x

2
sin

x

2
< 0.

Dakle, treba da va�i sin 5x
2
< 0 i sin x

2
> 0 ili sin 5x

2
> 0 i sin x

2
< 0. Da	e je

sin
5x

2
< 0 za

5x

2
∈ (π, 2π), tj. x ∈

(

2π

5
,
4π

5

)

i

sin
x

2
> 0 za

x

2
∈ (0, π), tj. x ∈ (0, 2π),

pa je u ovom sluqaju skup rexe�a x∈
(

2π
5
, 4π

5

)

. U drugom sluqaju nejednaqina nema rexe-

�a, jer je sin x

2
> 0 za x ∈ (0, π). Konaqno, skup rexe�a obe nejednaqine je x∈

(

2π
3
, 4π

5

)

.
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10. Geometrija u ravni

1. Neka su a i b katete pravouglog trougla, c �egova hipotenuza i hc visina na tu hipote-

nuzu. Iz uslova zadatka je hc =
c

4
. Pretpostavimo da je a ma�a kateta i α ugao naspram

�e. Tada je

sinα =
hc

b
=

c

4b
, odakle je

b

c
=

1

4 sinα
.

Sa druge strane je

b

c
= cosα. b

a
c

hc

α

Dakle,

1

4 sinα
= cosα, tj. sin 2α =

1

2
.

Sada biramo 2α = 30◦, pa je α = 15◦.

2. Neka je ugao kod temena C prav i ugao kod temena A jednak 60◦. Ako oznaqimo a = BC,

b = CA, c = AB, tada je a = b
√
3 i c = 2b, pa je obim

trougla O = 3b+ b
√
3. Da	e, na osnovu poznate qi�eni
e

a + b− c = 2r je

b
√
3 + b− 2b = 2r, odakle je b =

2r√
3− 1

= 2.

Dakle, O = 6 + 2
√
3.

C B

A

60
◦

r

a

b
c

3. Neka su a i b katete pravouglog trogla, c = 5 �egova hipotenuza i r = 1 polupreqnik

upisanog kruga. Kao i u prethodnom zadatku, va�i a + b = c+ 2r = 7.

4. Primenom Pitagorine teoreme na pravougle trouglove

ACB i ACD redom dobijamo jednaqine

b2 + 102 = c2 i b2 + 62 = (c− 2)2.

Ako od prve jednaqine oduzmemo drugu, dobijamo

64 = 4c− 4, odakle je c = 17. C B

A

D

b
c

6 4

c− 2

5. Neka je a1=PQ du� paralelna osnovi a trougla ABC koja deli trougao na dva dela

jednakih povrxina i neka su h1 i h visine trouglova APQ

i ABC redom iz temena A. Trougao ABC ima povrxinu

P = ah

2
, a trougao APQ povrxinu P1 = a1h1

2
. Trouglovi

APQ i ABC su sliqni sa koefi
ijentom k, pa je a1 = ka

i h1 = kh. Sledi da je P1 = k2P = P

2
, odakle je k =

√
2
2
.

Dakle, a1 =
a
√
2

2
.

a

a1
h−h1

h1

B C

A

P Q

rmutavdzic@mas.bg.ac.rs
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